EINE WEITERE UNTERSUCHUNG UBER
IMAGINARE INTEGRALFORMELN"

Leonhard Euler

LEMMA

§1 Die ganze Theorie von imagindren Grofsen, aus welcher so viele aufseror-
dentliche Zuwéchse nun freilich in die Analysis Einzug gehalten haben, ist
hauptsachlich auf dieses Fundament gestiitzt, dass, wenn Z irgendeine Funk-
tion von z war und sie fiir z = x + yv/—1 gesetzt in diese Form M + Nv/—1
tibergeht, dann dieselbe Funktion Z fiir z = x — y\/j gesetzt = M — N V-1
wird; hier bedeuten freilich die Buchstaben M und N immer reelle Gro-
len. Wenn also diese Differentialformel Zdz vorgelegt wird, deren Integral
[ Z3z = V seiund inihr z = x + y/—1 gesetzt wird, woraus Z = M+ Ny/—1
hervorgehe, wird das Integral selbst von dieser Form V = P + Q+v/—1 sein.
Weil namlich

oV = Zdz = Mdx — Nay + (Nox + May)v/—1
ist, wird das Integral
/(Max ~ Noy) +v—1- /(Nax + Mdy) = P+ Qv 1

sein. Es ist also notwendig, dass fiir z = x — yv/—1 gesetzt
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P—Qﬁ:/(Max—Nay)—ﬁ-/(NaerMay)

wird. Daher ist aber offensichtlich, dass

P= / (Mdx — Nay) und Q= / (Ndx + Mdy)

sein wird. Daher sieht man ein, dass bei Substitutionen von dieser Art immer
die reellen und imagindren Anteile getrennt voneinander einander gleich sein
miissen.

§2 Diese Entwicklung gibt uns nun vorziigliche Eigenschaften an die Hand,
welche zwischen den Grofsen M, N, P und Q bestehen. Weil namlich zuerst

P= / (Max — Noy)

ist, weil die Formel ja immer eine Integration zuldsst, wird nach einem allge-
meinen Kriterium von Formeln dieser Art

oM\ _ _ (9N
ad ) 0x
sein. Aber in gleicher Weise, weil wir

Q= /(Nax + Moy)

haben, wird wegen der Integrierbarkeit dieser Formel

oMY _ (oN
ox )\ dy
sein. Siehe also, mit einer solchen Substitution werden immer zwei Funktionen

M und N solcher Art der zwei Variablen x und y gefunden, die mit diesen
besonderen Eigenschaften behaftet sind, dass so

(3)--()
%)

wie

1
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N————

ist.



§3 Die gleiche Eigenschaft kommt auch den Grofien P und Q zu. Weil
namlich

0P = Mox — Ndy und 9Q = Mdy + Nox

ist, wird mit den gleichen Bezeichnungen

<8P> =M und (ap) = —N,
ox Y

90Q\ _ QY _
(50) = (57) =

sein, woher es offensichtlich ist, dass

OPN\ _ (9QY 4 (9P\__(9Q
ox ay ay ox
sein wird. Aber solche Relationen sind umso bemerkenswerter, weil die

Ursache weniger Kklar ist, sobald fiir Z ein wenig kompliziertere Funktionen
angenommen werden.

§4 Ich habe nicht vor allzu langer Zeit nach diesen Prinzipien die Integral-
formel

zm=19z
1+ z"

betrachtet, woher ich mehrere nicht zu verachtende Relationen von dieser Art
erhalten habe. Dann habe ich die Betrachtung auch auf diese Formel

/ 0z

ausgedehnt; weil deren Integral sich immer mit Logarithmen und Kreisbogen
ausdriicken ldsst, miissen daher fiir die Buchstaben P und Q auch Formeln von
solcher Art hervorgehen, welche die gleiche Integration zulassen, auch wenn
kaum ein Weg offensteht diese Integrationen durchzufiihren. Und auf diese
Weise bin ich zu einem hochst bemerkenswerten Theorem gefiihrt worden,
dessen Beweis beinahe die Kréfte der Analysis zu iibersteigen scheint; dennoch
habe ich indes spater seinen Beweis entdeckt; deswegen habe ich beschlossen,
diesen Gegenstand noch einmal ein wenig allgemeiner zu betrachten.



§5 Ich werde also hier die sich um vieles weiter erstreckende Integralformel

betrachten
m—1
/ zMm=10z _v,
(a+ bzm)A

wo, damit die Rechnung in angenehmerer Weise gelingt, ich anstelle von z
diese imagindre Formel

z =v(cos® + v —1-sinf)

einsetze, welche nattirlich alle imagindren GrofSen in sich umfasst; aber dann
werde ich hier den Winkel 6 als konstant ansehen, sodass allein v fiir uns
variabel ist, woher also sofort

ist. Weil also

z" = v™(cos mf + v/ —1 - sinmb)

ist, wird der Zahler dieser Formel sofort

2" 19z = v 1(cos mf + /—1 - sin mf) .

Wir wollen annehmen, dass aus dieser Substitution dieser Integralwert her-
vorgeht

V=P+Qv-1
§6 Fiir den Nenner werden wir aber

a-+bz" =a+bv"(cosnb + v —1-sinnf)

erhalten, dessen Realteil also

a4+ bo" cosnb

ist, der Imaginirteil ist hingegen

bo"v/ —1 - sinnb;



daher, wenn der Exponent eine ganze Zahl wire, konnten die imaginédren
Grofsen leicht aus dem Nenner in den Zihler gebracht werden, indem wir
nattrlich mit

(a4 bo" (cosnf — /—1 -sinnd))*

erweitern. Aber weil diese Félle keine Schwierigkeiten bereiten, ist es gefillig,
dass die Rechnung hauptsachlich auf gebrochene fiir A anzunehmende Falle
angewandt wird.

§7 Fir dieses Ziel wollen wir anstelle der Variable v eine andere s zusammen
mit dem bestimmten Winkel ¢ einfiihren, sodass

a+bv"cosnf =scosgp und bv"sinnd =ssinnf = ssin ¢

ist, woher also eine bestimmte Relation zwischen dieser neuen Variable s und
dem Winkel ¢ definiert wird, sodass entweder allein der Buchstabe s oder
allein der Winkel ¢ in die Rechnung eingefiihrt werden kann. Es ist aber
ersichtlich, dass diese zwei Grofien so tiber die Variable v bestimmt werden,
dass gilt:

I. ss = aa+ 2av" cosnb + bbv*",

II. tang = _botsinnf
a + bv" cosnf

§8 Hier wird aber sofort eingesehen, dass die Grofie s nicht sehr bequem
anstelle von v in die Rechnung eingefiihrt werden kann, weil ja der Winkel
@, dessen verschiedene Vielfachen auftauchen, sich auf keine Weise aus der
Rechnung herauswerfen ldsst, oder zumindest verwickelte Formeln in die
Rechnung hineinbrachte. Deswegen wird es gefillig sein, die ganze Rechnung
allein auf die Variable ¢ zu reduzieren, sodass uns die Aufgabe gestellt ist,
die beiden Grofien v und s iiber diese neue Variable ¢ zu bestimmen.

§9 Bevor wir dies aber angehen, wollen wir bemerken, dass der Nenner
unserer Formeln tiber die beiden angenommenen Variablen s und ¢ so in
angenehmer Art und Weise ausgedriickt wird, dass



a+bz" =s(cosp++v—1-sing)
und daher der ganze Nenner
(a+bz")* = s*(cos A ++/—1-sin Ag)
wird. Wenn wir also mit

cosAp — v —1-sinAg

erweitern, wird unsere Formel unter Beibehalt des Zahlers die folgende Form
annehmen

/ " 19v(cos mh + /—1 - sinmf)(cos Ap — /—1-sin Ag)

st =V

welche zu dieser ziemlich einfachen Form zusammengezogen wird

v 19v )
/ 7 (cos(mb — Agp) + v —1-sin(mb — Ag));
ihr Wert, weil

=P+Qv-1

gesetzt worden ist, wird nach Trennen und Real- und Imaginérteilen

p_ / 0" 190 cos(mb — Ag)

)
und
" 19vsin(mb — A¢)
o=/ :
s
sein.

§10 Um nun die beiden Buchstaben v und s daraus hinauszuwerfen, wollen
wir zu den beiden zuvor aufgestellten Gleichungen zurtickkehren

I. a+bv'cosnb = scos g,

IT. bv" sinnb = ssin ¢.



Hier wird zuerst die Grofie s durch diese Kombination eliminiert werden:

L. sing —1II. cos ¢,

woher

asin ¢ = bv" sin(nf — ¢)
wird, und daher

ot — asin ¢
~ bsin(nd — @)

und so haben wir schon den Wert des Buchstabens v tiber den Winkel ¢
erhalten. Weiter liefert diese Kombination

I. sinn@ — II. cosno

diese Gleichung
asinnd = ssin(nf — ¢),
woher
s_ " sinn6
~ sin(nf — ¢)

wird, aus welchem Wert wir

pP= % / 0" 19vsin® (nf — @) cos(mb — Ag)
at sin” nf

und

Q= % /vm’lav sin*(nf — @) sin(mf — Ag)
a’ sin” nf

erhalten.

§11 Weil wir ja weiter
o asin ¢
~ bsin(nd — ¢)

finden, werden wir nach Nehmen von Logarithmen



nlogv = logag — log bsin(nd — ¢)

und daher nach Differenzieren

nov _ dpcos@ dpcos(nd —¢) d¢sinnf
v sing sin(nd — @)  singsin(nd — @)

haben. Weiter wird
oM — asin ¢ g
~ \ bsin(nb — @)

sein. Nachdem also diese Werte eingesetzt worden sind, werden wir zu den
folgenden Integralformeln gefiihrt werden

4

P / asin ¢ “ dgsint (10 — @) cos(mh — Ag)
 nat sm)‘ 1o bsin(nf — ¢) sin @ sin(nf — ¢)

/ asin @ " dgsin® (nf — ¢) sin(m6 — Ago)
" nat sm)L 1o bsin(nb — ¢) sin g sin(nf — ¢)

Wenn wir nun der Kiirze wegen

ng—e =19
setzen, dass ¢ + 1 = nf und daher dg + Jdyp = 0 ist, werden die beiden
Formeln auf die folgende Weise gefilliger dargestellt werden konnen:

2

Pt [apsin gsin' - cos(d — ag),
n SIN
e

Q= /ago sin"n @sin' "7 " Lsin(mf — Ag).

nb sin* 1 no

§12 Siehe also, wir sind zu zwei Integralformeln gefiihrt worden, deren
Integration, obgleich sie wegen des gebrochenen Exponenten %' schwierig
scheint, dennoch immer von der vorgelegten grundlegenden Formel

/ z" 19z
(a + £bzm)A



abhédngen wird; wenn also ihr Integral entweder algebraisch oder zumindest
mit logarithmen und Kresibogen angegeben werden kann, werden wir mit
Sicherheit bestdtigen konnen, dass die beiden hier gefundenen Formeln nach
demselben Gesetz integriert werden konnen. Hier offenbart sich freilich zuerst
der Fall m = n, in welcher das Integral sogar algebraisch dargeboten werden
kann; aber weil in diesem Fall 7} nicht weiter ein Bruch ist, wollen wir ihn
hier auslassen.

§13 Aber hier tritt ein besonders merkwiirdiger Fall auf, in welchem A = 2
ist, in welchem sich die Integration mit logarithmen und Kreisbogen erledigen
lasst. Wenn wir namlich fiir unsere Integralformel

/az‘zm
z  (a+bz")n

hier
SR
(a+ bz")n
setzen, dass die Formel
o
z
ist, wird
po 2
a+bzn
sein, woher man
o at"
bt —1

berechnet; und daher wird durch logarithmisches Differenzieren

dz ot bt" ot ot

z t  bt"—1  t(bt"—1)

sein, sodass unsere zu integrierende Formel

B =19t
bt —1



ist; weil diese rational ist, kann sie immer mit Logarithmen und Kreisbo-
gen integriert werden, was also auch {iiber unsere zwei Formeln P und Q
festzuhalten sein wird.

§14 Wir wollen also in unseren oben gefundenen Formeln A = % setzen und
sie werden in die folgenden transformiert werden

1 *d@sint 1 g cos (mf — M)
A 19 /

P = m . 7
nbw sin”~ sinip
0= 1 / dgsins L gsin (mh — ")
 nbisin’~ 10 siny ’

wo man der Kiirze wegen anstelle des konstanten Koeffizienten C schreibe,
und weil aus der Natur der vorgelegten Formel immer m < n ist, lassen sich
diese Formeln so in gedrungener darbieten:

0 mo — 2
P C/ ¢ cos (md — ")

n—m

siny sin'm ¢

und

p_ C/B(psm me—ngp)

sm1p sm e ¢

4

welche Formeln also, welche Zahlen auch immer fiir m und n angenom-
men werden, zu verstehen sind, immer von Logarithmen und Kreisbogen
abzuhdngen.

§15 Wenn also diese beiden Formeln

cos (m9 — %qo) und sin (m@ — %qo)

entwickelt werden, werden die gefundenen Integralformeln bequem zu einer
zusammengezogen werden konnen, welche die Form haben wird

4

asin %t + B cos 7
C / 9" n P e8¢
' sinysin = ¢
welche nach der zuvor genannten Regel eine Integration zulassen wird, welche
Werte auch immer den Buchstaben « und pB zugeteilt werden. Weil weiter

10



Y = nb — ¢ ist, wird nach der Entwicklung anstelle von sin{ oder einem
Vielfachen von selbigem <y sin ¢ + J cos ¢ geschrieben werden kénnen und so
wird unsere Formel nun

/ ¢ asin g + Bcos g
sinn" ¢ rsing+dcosg

sein, wo die Buchstaben «, B, 7y, 6 nach Belieben angenommen werden kénnen;
wenn wir also, um die Briiche zu beseitigen,

p = nw

setzen, dass
m
— @ = mw
" %

ist, werden wir zum folgenden hochst bemerkenswerten Theorem gefiihrt.

LEHRSATZ

Wenn die Buchstaben m und n irgendwelche ganzen Zahlen bezeichnen, kann die
Integration dieser Formel

n—m

/ dw asin mw + B cos nw
(sinnw) "  ysinnw + 6 cos nw

immer auf Logarithmen und Kreisbogen zuriickgefiihrt werden, welche Werte auch
immer den Buchstaben «, B, vy, 6 zugeteilt werden.

§16 Wie miihevoll der Beweis dieses Theorems ist, werden wir besser ver-
stehen, wenn wir diese Formel von den Winkeln auf gewohnliche Formeln
bringen. Wir wollen also

tanw =t
setzen, es wird
ot
14t

sein; wenn wir weiter der Kiirze wegen die Binomialkoeffizienten auf diese
Weise bezeichnen, dass

Jw

11



(1+x)' =1+ <i‘>x+ <;‘> X+ (g) X3 + etc.

ist, werden Sinus und Kosinus vielfacher Winkel von w auf die folgende Weise
tiber t ausgedriickt werden

sinmw = 1
(1+tt)2
cosmw:1 () 2+ (%) ¢ (62,t (7)t° +etc.
(1+tt)2

setzen, dass wir

) M m
sinmw = —— -, COSMW = ——,
(1+tt)2 (1+tt)2
N
sinnw = —, cosnw = ——
(1+4tt)2 (141tt)2

haben; nachdem diese Werte eingesetzt worden sind, wird unsere Integralfor-
mel die folgende Form annehmen

n—m

/ (14 tt)""=19t(a M + BON)
N (yN+ M)

12



Dort ist freilich alles rational aufer der Formel N, welche aber, weil sie in

m

()= ()7 ()¢ -s)

tibergeht, sobald n zwei iibersteigt, dermafSen irrational wird, dass kein Weg
offensteht die Irrationalitdt zu beseitigen, wenn nur n = 3 war; um vieles
weniger wird sich, wenn der Exponent n noch mehr wéchst, Rationalitit
erhoffen lassen. Dennoch ist es mir indes gegliickt, den folgenden Beweis zu
finden.

Beweis des oberen Theorems

§17 Hier ist es vor allem ratsam, jene imagindren Formeln zur Hilfe zu
nehmen, die ich schon 6fter mit aufierordentlichen Erfolg verwendet habe, in
denen ich

cosw—++v—1-sinw=p und cosw—+v—1-sinw=gq

setze, und es wird

pg=1 und 8;9 = dwv —1

sein. Weiter werden wir aber daraus fiir die Sinus und Kosinus vielfacher
Winkel

pm_qm_ p2m_1

sin mw = =
2v/—1 2pmy/—1
und
m m 2m
Ccos Mw = Pt4q _F +1
2 2p™
haben und in gleicher Weise
2n 1 2n 1
sinnw = WA und cosnw = Pt .

2p"y/—1 2p"

13



§18 Damit die Substitution dieser Werte erleichtert wird, wird es forderlich
sein, bemerkt zu haben, dass die konstanten Koeffizienten nicht zur Inte-
grierbarkeit beitragen und daher entweder weglassen werden oder in einer
anderen Form dargestellt werden konnen. Deswegen werden wir

d n_ 1
aw:—p und sinnw = P —
2p
setzen; dann wird aber weiter nach verdndern der Form der Konstanten
! 42m I
asinmw + B cosmw = “p R
p?’l’l
und in gleich Weise
/.,,2n 5/
ysinnw + 6 cosnw = r”jpr:l_

gesetzt werden konnen. Nachdem also diese Werte eingesetzt worden sind,
wird unsere Formel diese Form annehmen

/ pZn—Zm—laP . “/p2m+ﬁ/
(p2r—1)"5" Pt

§19 Diese Formel teilt sich nun tiberdies in zwei Teile, welche wir einzeln so
darstellen wollen

“/ / Panlap // p2n72mflap
S (P =) (v + ) (P> = 1) (v'p*" + )
und nun wird es nicht weiter schwierig sein, jede dieser beiden Formeln
einzeln rational zu machen. Denn in der ersten muss man

p?t —1 = x*"

setzen; dann wird namlich

panlap — xanlax und (pZn . 1)";’” — x2n72m

sein und so wird die erste Formel diese Form annehmen

,),/xzn +,),/+5/’

deren Integral sich also mit Logarithmen uns Kreisbogen darbieten lasst.

14



§20 Was aber die andere Formel angeht, zeigt sich die Reduktion ebenso
leicht, wenn die Formel auf diese Weise dargestellt wird

’B /ap 2n 2m
Zn _ "; (,), pZn + 5/)

oder

R
P\ (p>—1)n Y+

Wenn namlich hier

p _ .2
(-1F
gesetzt wird, wird
P 21 — yZn
p2n -1
werden und daher
p2n — yZn
yZn _ 1’

woher nach logarithmischem Differenzieren

dp _ —ay

P oy -1)
hervorgeht, nach Einsetzen welcher Werte diese Formel

211 2m—1 a
_ Y
d / T+ Oy — o

werden wird, welche also gleichermafien rational ist.

§21 Auf diese Weise ist also die Giiltigkeit unseres Lehrsatzes hinreichend
streng bewiesen worden und dieser Fall ist so beschaffen, dass die ganze
Formel mithilfe einer einzigen Substitution in keiner Weise rational gemacht
werden kann, welcher Umstand umso bemerkenswerter ist, weil fiir gewhn-
lich alle Differentialformeln festgelegt zu werden pflegen, wie irrational auch

15



immer sie waren, wenn deren Integrale mit Logarithmen und Kreisbogen
dargeboten werden konnen, dass sie immer mithilfe einer bestimmten Substi-
tution rational gemacht werden. Nun sehen wir also, dass diese Behauptung
so eingeschrankt werden muss, dass sie nur auf die einzelnen Teile der vorge-
legten Formel ausgedehnt wird, weil es ja freilich passieren kann, dass jeder
Teil eine eigene Substitution verlangt.

§22 Wenn wir also diesen Beweis genauer anschauen, wird man leicht sehen,
dass er auf sich um vieles weiter erstreckende Formeln ausgedehnt werden
kann. Es wird namlich klar werden, dass eine viel allgemeinere Formeln ratio-
nal gemacht werden kann, was wir im folgenden Lehrsatz genauer erklaren
wollen.

EIN HOCHST ALLGEMEINES THEOREM

§23 Wenn die Buchstaben P und Q irgendwelche rationalen Funktionen der Form
x" bezeichnen, wird das Integral dieser Formel

/ ox(Px™1 + Qx"1)
(a+bxm)n
immer mit Logarithmen und Kreisbogen ausgedriickt werden.
BEWEIS
Man teile, wie wir es oben gemacht haben, diese Formel auch in zwei Teile

welche

und

/ Px"19x Qx"lox
(a+bxm)n (a+bxm)n

seien, und es ist sofort klar, dass der zweite Teil durch Setzen von

a4+ bx" =

rational gemacht wird; dann wird ndamlich

(a+4Dbx")n ="

sein, dann weiter

16



und

r"1or

b
Weil nun Q eine rationale Funktion x" ist, wird nach der Substitution gewiss
eine rationale Funktion von 7" hervorgehen und der zweite Teil wird diese
Form annehmen

" 1ox =

% / Qr”’m’lar.

Damit der erste Teil rational gemacht wird, setze man

X
(a + bx)n -
dass
x™ _gm
(a+bxn)n

wird, dann wird aber

as"

1 — bs®
sein; wenn dieser Wert also in P anstelle von x" eingesetzt wird, wird er
offenbar eine rationale Funktion von s” geben; weiter wird daraus aber

X

ai _ ds
x  s(1—bs")’
aus welchen Werten unser erster Teil
B Ps™—19s
- 1 — bsm

entspringt, welche Formel also auch rational ist.

Ja sogar in Winkeln kann ein viel allgemeineres Theorem vorgelegt werden,
welches sich so verhalten wird:

17



ALLGEMEINES THEOREM

§24 Wenn die Buchstaben P und Q irgendwelche rationalen Funktionen der zwei
Formeln sin2nw und cos2nw sind, wird die folgende Integralformel immer mit
Logarithmen und Kreisbogen abgehandelt werden konnen

/(P sin mw + Q cos mw)d(sinnw),
wo man bemerke, dass

mow COS Nw

==

d(sinnw)

n

. h—m
(sinnw) =
ist; sein Beweis gelingt in gleicher Weise wie oben, wihrend gleichermafen zu zwei

Teilen gelangt wird, von welchen sich beide mit einer bestimmten Substitution rational
machen lassen werden.

§25 Es wird wahrscheinlich vielen missfallen, dass die Auflosung der letzten
Formel iiber imagindre Substitutionen begriindet wird, obwohl uns hier den-
noch vorgelegt ist, die imagindren von den reellen Grofien zu trennen; es wére
also sehr zu wiinschen, dass diese Aufgabe ohne das Imaginare gelost wer-
den konnte; aber ich bin gezwungen zu gestehen, dass ich in keinster Weise
durchschaue, wie das geleistet werden kann. Weil iiberdies die Reduktion von
imagindren Grofien auf reelle schon ziemlich weit ausgebaut ist, scheint ein
solches Mittel sogar gar nicht zu vermissen zu sein. Hier ergibt sich vielmehr
eine neue Anwendung des Imaginéren in der Auflésung von integralformeln,
wiéhrend integrierbare Formeln von solcher Art dargeboten werden konnen,
deren Integrale sich nicht ohne Hilfe des Imagindren finden lassen.
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